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ABORDAGEM CONCEITUAL SOBRE PARTICULA SOB FORCA CENTRAL
CONCEPTUAL APPROACH TO PARTICLE UNDER CENTRAL FORCE
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Resumo: Na primeira parte deste trabalho sdo elucidados conceitos importantes sobre o movimento da particula sob a agdo de
forgas centrais, caracteristicas desse movimento, bem como ¢ exposta uma abordagem matematica introdutoria. Na segunda parte
sdo discutidas algumas aplicagdes e utilizagdes desses conceitos no ambito académico e profissional. Discutem-se aplicagdes na
Engenharia, Astronomia e Fisica, Biologia e Medicina, desde caracteristicas em escala macroscopica, até aspectos da matéria em
escala atomica e molecular.

Palavras-chaves: Forca centripeta, Momento angular, Movimento Circular.

Abstract: In the first part of this work, important concepts about the movement of the particle under the action of central forces,
characteristics of this movement, are elucidated, as well as an introductory mathematical approach is exposed. In the second part,
some applications and uses of these concepts in the academic and professional scope are discussed. Applications in Engineering,
Astronomy and Physics, Biology and Medicine are discussed, from characteristics on a macroscopic scale, to aspects of matter
on an atomic and molecular scale.

Keywords: Centripetal force, Angular momentum, Circular motion.

INTRODUCAO

O estudo envolvendo forgas centrais, bem como o
campo envolvido, gera interesse dos estudiosos a muitos
séculos devido as suas peculiaridades sobre grandes areas
da Fisica, eletromagnetismo, gravitagdo e rotagdo, por

1,2,3 : X £
exemplo'~°. Trata-se de como a interacdo entre particulas
pode ser mais bem descrita ao analisar o movimento por

forcas centrais*®. Abordaremos neste texto as
caracteristicas que geram tal particularidade do movimento
centrais, bem como sua

por atuagdo das forgas

aplicabilidade.

PARTICULAS SOB FORCA CENTRAL

Considere que uma forga F ¢é aplicada sobre uma
particula de massa m com posigdo definida pelo vetor
posi¢do 7(x,y,z). A energia potencial V(r) neste caso,
quando a particula se move da posi¢do r; a posicdo 1, €

dada por:

T2

V(r) = —fﬁ-d?. 1)

1

Uma outra abordagem seria pela utilizagdo do
gradiente, que ¢ basicamente um operador que representa a

derivada parcial de uma fungao:

F= —gradV = -V, (2)

ou seja:

F av F av F ov 3)
X oax 'Y ey "t '
Como ¢ necessario conhecer somente o ponto
inicial r; e o ponto final r,, entdo podemos dizer que a
integral na equagdo 1 ¢ independente do caminho e, por

defini¢do algébrica de um produto vetorial:

VxVW =-VxF=0, “4)

indicando que o caminho formado pelos pontos 17 e 75

formam um caminho fechado.

1 Fa

2
2

Figura 1: Caminho fechado formado pelas trajetorias r; e 2
entre os pontos 1 e 2.

Assim, podemos definir a energia potencial como:

T2

V#E) - V(@) = fﬁ-d?. (5)

T
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Além disso, aplica-se a conservacdo da energia
para qualquer intervalo de tempo por:
E = Tl + V(?l) = T2 + V(‘Fz),
(6)
E=-m(x2+y2+22)+V(xy,2),

ondeT = %m(x 2 +y 2+ 7 2) éaecnergia cinética devido
ao movimento da particula.

Uma forca F que seja fungdo somente da posicdo
e cujo rotacional seja nulo ¢é dita como uma forga
conservativa, uma vez que ha independéncia do caminho
entre os pontos 7; € 2.

Entre as variagcdes de forgas conservativas, a
forgas centrais sdo bem abordadas em problemas da Fisica
e Engenharias. A forga central ¢ uma forca dirigida para
um centro fixo O, onde o médulo é uma fung¢ao da distancia

entre a particula e o ponto O:

F=F@)+
F@), B =2F@), E=2F@), 7

Fo=Z%

r

onde r = {/x2 + y2 + 72,

Figura 2: A forga central aponta sempre em dire¢do ao centro
fixo O.

A forga central representa uma atragio [F(r) <
0] ou repulsdo [F(r) > 0] no sentido do ponto fixo na
origem O, como pode ser visto na Figura 2. Exemplos bem
conhecidos de forgas centrais sdo a for¢a gravitacional (Lei
gravitacional de Newton) e a forca elétrica (Lei de
Coulomb). Apesar das forgas citadas envolverem duas
particulas, ¢ possivel considera-las como forgas centrais

por meios algébricos do célculo.
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MOMENTO ANGULAR E POTENCIAL EFETIVO

Partindo do conceito das forcas centrais, para um
corpo rigido que gira em torno de um eixo fixo, o torque 7

externo da particula sera nulo:

T=FxXF=FXx#AF@)=0 8)

. 7 r
e, por consequéncia, o vetor momento angular L ¢é

constante, uma vez que:

dL
dt

ﬁL
-~ T
/ ~
\ r

S

—

T=—=0. )

)

g

Figura 3: Momento angular L perpendicular a trajetdria
circular de raio 7.

Em geral, considera-se a posi¢do 7 € a velocidade
¥y como conhecidas para o instante inicial t,. Escolhendo
0 eixo x como a dire¢do da posi¢do inicial %, € 0 eixo z

como perpendicular a velocidade inicial ¥, temos:

Portanto, o movimento se mantém no plano xy
enquanto o momento angular se mantém fixo e
perpendicular ao plano xy. Se considerarmos pelas
coordenadas polares r e 8, podemos definir a aceleracio d

do movimento por:

i=7=F-162)7+ (276 +76) 0, (10
onde 7 ¢ 6 sdo derivadas do tempo de 1* ordem, # e 6 sdo
derivadas do tempo de 2* ordem das coordenadas radial e

angular.

Assim, pela 2% lei de Newton:
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F=m(#—r0?) 7 +m(2r0 +rd) 8, (11)
e considerando cada componente, temos:
{mi"—mréz =F(r) (12)
210 +716 =0
Da segunda equagdo em (12) obtemos:
d . d
— 20)=—L=0 13
o (mr?9) o (13)

e, portanto: L = mr26 = constante, inclusive na origem

0. A energia cinética por coordenadas polares ¢ dada por:

1 1.
T =omi? +omrig?, (14)

uma vez que a velocidade no movimento sera: v = 1 7 +

78 8. A energia potencial V (1) sera dada por:

r

V(ir) —V(r) = —jF(r) dr

0

(15)

Assim, por conservagdo de energia:

E =T +V = constante,

1 1 . (16)
Emr2 + Emrzﬁz + V(r) = constante.

Escrevendo a velocidade angular § em termos do

momento angular L, podemos definir a energia total E por:

1 L?
E=-mr?+ + V()
2 2mr?
1 17)
E= Emf”z + Verr(r)
onde V, ;¢ (r) ¢ o potencial efetivo dado por:
LZ
Veff(r) = W + V(T') . (18)
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Como a particula se move ao longo de uma
trajetoria curvilinea de distdncia s, a area varrida pela
variagdo da distancia ds (conforme mostrado na Figura 4)
pode ser relacionado com a variag@o angular d6 por meio

da equag@o:

ds = =1?de.

(19)

Figura 4: Variac@o angular d6 entre as distdncias si1 € s2.

A taxa de variagdo com o tempo aplicada a

equagdo 19 resulta em:

ds 1 . L
— = —1r“ 0 = — = constante

dt ~ 2 2m (20)

e, portanto, nota-se que a area ¢ varrida a intervalos de

tempo iguais.

CASO ESPECIAL: ORBITAS CONICAS

Vamos considerar que a forga central ¢
inversamente proporcional ao quadrado da distancia.
Assim, a forga central e a energia potencial sdo dadas por:
k

. k
2 2 V(r)=—

F= ,
r

ey
onde o ponto de partida é considerado do infinito ¢ k é uma
constante definida pela particularidade estudada (k =

—Gmym, para estudo gravitacional ou k = q,q, para

estudo elétrico, por exemplo).
O potencial efetivo Vs (r) sera dado por:

LZ

22
M v—— (22)

k
Veff(T) = ;
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Se a forca ¢é repulsiva (k > 0), ndo havera
movimento periddico em 7 ¢ a particula vem do infinito. O
ponto de retorno ocorre para valores maiores de r em
comparacdo para quando k = 0, onde as orbitas tornam-se
linhas retas. Se a forga ¢ atrativa (k < 0) com o momento
angular ndo-nulo, o ponto de retorno ocorre para valores

menores de r em comparagdo a k = 0. Assim, quando E =

- 1/2 k? (m/ LZ)’ a particula se move em um circulo de

. 2 e
raio ry = L / (—km)’ tornando-se uma Orbita como curva

fechada.

k>0
k=0

k<O

Figura 5: Constante k para diferentes forcas centrais.

Considerando u = 1/7, obtém-se a relagio:

d*u mk

i = _—— 23

Tz T g (23)
onde a sua parte homogénea gera a solugio:

u = Acos(6 —6,) (24)

com A sendo uma constante. Para a parte ndo homogénea,

considera-se u = — (mk)/L? e como solugdo geral temos:
mk
u= Iz + A cos(6 — 6,). (25)

A equagdo (25) trata-se de uma equagdo para segdes
conicas em r = 0, onde constante A sera dada por:

m?k? 2mE

=t 20

A% =
A orbita €, entdo, determinada por condicdes iniciais.

As trés formas coénicas (elipse, hipérbole e

parabola) podem ser descritas pela forma padrao:
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1
;=B+Ac056 27

onde A ¢ positivo e as constantes A e B sdo dadas por:

. 1 £
B > A (Elipse): B = s A= s

onde a ¢ o semieixo maior da elipse e € a sua extremidade.

Figura 6: Representagdo de uma elipse com semieixo maior a
e semieixo menor b.

B = A (Parabola): A=B =§ ,

onde a ¢ a distancia do foco a diretriz d da parabola.

Figura 7: Representacdo de uma parabola e sua diretriz d.

0 < B < A (Hipérbole Ramo +):

_ 1 _ &
T a(e2-1) T ae2-1)

—A < B <0 (Hipérbole Ramo —):

-1 I

T a(e2-1)

&
N

Figura 8: Representagdo de uma hipérbole.
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E interessante notar que em todos os casos

abordados:

A

€=
| B

(28)

Deste modo, com algum arranjo matematico obtém-se as

constantes A e B por:

A= [pryimE po_m (29)
e a excentricidade € por:
2EL?
= |1 (30)
€ mk?
APLICACOES
Os engenheiros mecanicos reduzem

significativamente o tempo e os gastos associados a
construgdo de equipamentos e maquinas aplicando
principios da Matematica e da Fisica. Esses conhecimentos
sdo aplicados na elaboracdo dos projetos e norteiam a
construgdo de dispositivos eficientes, sem a necessidade de
testes caros e demorados™>.

Ao analisar as for¢as que atuam sobre estruturas e
maquinas, o engenheiro se depara frequentemente com as
forgas centrais. Equipamentos de transmissdo de poténcia,
em geral dependem de elementos como rolamentos, eixos
e engrenagens. O estudo de equipamentos mecanicos
compostos por esses elementos, passa, primordialmente,
pelo estudo das forgas centrais®.

Os mais recentes avangos no desenvolvimento de
maquinas bioldgicas sdo frutos dos conhecimentos basicos
de rotacdo e forgas centrais. Apesar das inumeras
particularidades das maquinas bioldgicas, as teorias fisicas
forneceram temas unificadores e determinantes a
compreensdo do funcionamento interno dessas maquinas
em nanoescala. De um modo geral, maquinas biologicas
sdo seres vivos que, modificados geneticamente, se tornam

capazes de produzir material de interesse humano. Se

encaixam nessa categoria todo e qualquer ser vivo que
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utilize conceitos de engenharia em seu funcionamento,
como ¢ o caso dos circuitos bioloégicos e maquinas
moleculares alimentadas por energia quimica®.

Vale lembrar que os detalhes do comportamento
molecular podem ser investigados por meio de simula¢des
que utilizam algoritmos baseados em descri¢des fisicas que
lancam mao, também, dos conhecimentos acerca da
rotagdo dos corpos. Isto porque toda matéria que existe no
universo € composta por &tomos, que por sua vez, sao feitos
de néutrons, protons e elétrons. Os elétrons, apesar da
natureza  ondulatoria, descrevem uma trajetoria
teoricamente circular em torno dos nucleos, o que lhe
confere momento angular orbital. O principio da dualidade
onda particula ¢ utilizado para descrever o comportamento
ora ondulatdrio, ora corpuscular dos elétrons. Na fisica
quantica o entendimento ndo ¢ tdo direto, pois as oOrbitas
eletronicas foram substituidas por densidades de
probabilidade, mas ¢ consenso que cada estado de um
elétron em um atomo possui um momento angular. Os
elétrons ocupam orbitais atomicos de energia definida, ou
seja, existem apenas em estados de energia quantizados,
com energias bem definidas”?.

As interagdes eletrostaticas entre os atomos que
formam a matéria sdo forgas centrais. Estudos de
astronomia ¢ relatividade lancam mao da fisica das
rotagdes, tendo em vista que muitos corpos celestes
percorrem orbitas circulares!®. Em constante expansio, o
universo mantém uma associagdo bem orquestrada de
movimentos translacionais e rotacionais dos corpos
celestes. Dispositivos geradores de imagens médicas sdao
construidos a partir de estudos feitos com algoritmos
baseados em otimizacdo de for¢a central (Central Force
Optimization — CFO)''. Esse algoritmo tem sido usado em
varias aplicagdes concernentes ao comportamento atomico

e molecular'?.

CONCLUSOES

A distribuigao de forgas sobre um elemento ¢ fator
determinante para o desenvolvimento do projeto de

qualquer equipamento mecanico. A distribuicdo de
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velocidades, o atrito entre a pecas, o calor produzido, a
utilizagdo de fluidos, todos esses fatores, e varios outros,
se baseiam nas ideias da fisica e sdo importantes fatores a
serem considerados pelo engenheiro ao projetar. Da
mesma forma, o estudo das propriedades de rotacdo dos
corpos e das forcas centrais ¢ parte fundamental da
formacao do engenheiro mecanico.

Uma boa formacao representa respeitabilidade e
lugar de destaque no mercado, que por sua vez, sdo
condigdes essenciais para O sucesso na carreira

profissional.
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